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れてからはカオス振動を起こす系の例として，区分線形系では Chua 回路 [2]，ダイオードを含む強制レ
イリー発振器 [3] ，ヒステリシス特性を持つ回路 [4] 等について，様々な分岐現象の解析，カオス現象の
検討などが行なわれている．区分線形系の応用例としても，Occasional Proportional Feedback を用い










































カオスを発生させる．これらの手法の適用例として，勾配系回路，van der Pol方程式，拡張 BVP発振
器のモデルにそれぞれ不安定化制御を施し，得られたカオスについて検討する．
第 7章では，断続動作特性を有する非線形力学系のカオス制御の一手法を提案する．これらの力学系は






































に分類される．区分非線形系は常にこの 6種類のいずれかに分類される．図 2.2.1～図 2.2.4に case a.1,
2，case b.1, 2 をそれぞれ示す．
不連続な外力波形を印加した系は外力の不連続点で系が変化したとみなせるため，case a.1, 2, 3 の
いずれかの特別な場合であることに注意する．case bは，系にインパルス列の印加されたときのみに発
生する特別な場合であるが，case b.1 は土居らによる位相遷移曲線 (Phase Transition Curve)を利用し
た神経モデルにインパルスが付加されたシステムの解析 [9] [12] [13]，同様の系における吉永らによる詳
細な解析 [14] が行なわれている．case b.2も吉永らにより現在解析が進められている [15]．また，case
a.3，case b.3は case a.1, 2，case b.1, 2を応用することで解析可能であるため省略し，case a.1,
2に関して 4章，5章で
計算手法の提案及び解析を行なう．
case a.1, 2における解軌道を図 2.2.1，図 2.2.2にそれぞれ示す．case a.1は一定の時間が経過する
と運動方程式が切り替わる系である．図 2.2.1の場合，まず τ0 時間ある関数 f0 に従い，次の τ1 時間は
次の関数 f1 に従うといった動作が繰り返し行なわれる．そして τ 時間経つと，再び τ0 時間は関数 f0
に従う系である．同様に，case a.2はある状態に解軌道が到達すると運動方程式が切り替わる系である．
一般にこのようなシステムは解軌道は連続であるが不可微分点を持つ．それゆえ，特に，状態依存型断続
特性を有する系 case a.2, 3，case b.2, 3は 2.3.2節で述べる特別な分岐が発生する可能性がある．
2.2. 断続動作特性を有する力学系の分類 5













































図 2.2.2 case a.2 における解軌道
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図 2.2.3 case b.1 における解軌道












= f2(t,x,λ), x ∈ Rn+1, λ ∈ R
r (2.3.2)
を考える．ここで x は状態変数，λ はパラメータ，t は時刻を表す．f1, f2 は各変数について必要な回
数だけ微分可能とする．非自律系と自律系の場合にわけてそれぞれ Poincaré写像を定義する．
非自律系の場合，f1 は時間 t に関して周期 L の周期関数とする．
f1(t,x,λ) = f1(t+ L,x,λ), ∀t (2.3.3)
式（2.3.2），（2.3.1）において，t = 0 で初期値 u を出発する解を
x(t) = φ(t,u,λ)





u 7→ u1 = φ(L,u,λ)
(2.3.5)
自律系（2.3.2）においては周期解 (2.3.4) に対して，適当な局所断面 Π を定義する．その局所座標を
p とすると：
Π = {x ∈ Rn+1 | q(x) = 0, q : Rn+1 → R} (2.3.6)
p : Π → Σ ⊂ Rn (2.3.7)
このとき，点 v0 = p(x0) ∈ Σ の近傍の点 v1 ∈ Σ に対して，p−1(v1) = x1 ∈ Π を出発する解は再び Π
と交わる．その時刻を L(x1) とすれば局所座標 Σ 上の Poincaré 写像：
Tλ : Σ → Σ
v1 7→ v2 = p(φ(L(p−1(v1)), p−1(v1),λ))
(2.3.8)
が定義できる．
式 (2.3.2), 式 (2.3.1) の写像 Tλ を Poincaré写像とすることにより，解析が可能となる．Tλ の固定点，
周期点やカオスなどは，元の力学系の周期解やカオスに対応する。以下では，Tλ の固定点の分岐につい
て考える。m 周期点に関しても同様の議論が可能である．以下，Tλ の固定点の分岐について考える．
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点 v ∈ Rn を Tλ の固定点とする：
v − Tλ(v) = 0 (2.3.9)
また，この固定点に関する特性方程式を
χ(µ) = det(µIn −DTλ(v)) = 0 (2.3.10)
とする．|µ| 6= 1 のとき，固定点 v0 は双曲的であるという．この双曲型固定点 v は式 (2.3.10) の根すな
わち特性乗数により分類できる．この分類は位相的性質を反映しており，固定点の分岐はこの分類による
固定点の性質が変化する場合に生じる [16]．双曲型固定点のタイプは，Poincaré 写像が n 次元の場合，
位相的に異なる固定点は次の 2n 種類存在する．
kD
m (k = 0, 1, . . . , n), kI
m (k = 1, 2, . . . , n− 1) (2.3.11)
ここで，D，I は固定点のタイプを表す．D型固定点は，複素平面内の実軸上の −∞ < µ < −1に位置す
る特性乗数の個数が偶数，I 型固定点は，奇数であることを示す．また，左下の添字 k は，|µ| > 1とな
る特性乗数の個数，すなわち固定点の不安定次元を表す．つまり，安定な周期解は，0D タイプの固定点
が対応する．右上の添字 m は m 周期点 (固定点の場合は省略)を表す。
位相的性質の変化するパラメータ値において分岐が生じるが，一般的な余次元の分岐としては以下の３
つが知られている．より詳細な解析については文献 [16]，余次元 2の分岐に関しては [17]を参照．
(1)接線分岐 (tangent bifurcation) µ = 1 で起こり，固定点対が発生・消滅する．
ϕ ↔ k+1D + kD (k = 0, 1, . . . , n− 1)
ϕ ↔ k+1I + kI (k = 1, 2, . . . , n− 2) (2.3.12)
(2)周期倍分岐 (period-doubling bifurcation) µ = −1 で起こり周期が倍になる．
kD ↔ k+1I + 2kD2
kD + 2k+1D
2 ↔ k+1I
(k = 0, 1, . . . , n− 2) (2.3.13)
kD ↔ k−1I + 2kD2
kD + 2k−1D
2 ↔ k−1I
(k = 2, 3, . . . , n) (2.3.14)
(3)Neimark-Sacker 分岐 特性乗数 µ が複素平面の単位円上で起こり，準周期解（Poincaré写像におけ
る不変閉曲線： ICC）が発生・消滅する．
kD ↔ k+2D + ICC
kD + ICC ↔ k+2D






1. border collision bifurcation
border collision bifurcationは，特にコンバータ回路に見られる分岐である [18]．例えば DC-DC
コンバータ回路 [19]において，一定の仮定の元リターンマップを定義した場合，2領域で各々が単
調な写像が定義できる．2領域の境目を borderと呼ぶことにし，マップは borderを含め連続であ
るが border の位置のみは不可微分であるとする．マップの周期点が border を越えると解軌道は
不安定となり，周期解は他の周期解やカオスへと分岐する．周期解がカオスへといきなり分岐する
過程を一方向分岐図 (図 2.3.1)およびリターンマップ (図 2.3.2, 図 2.3.3)で示す．図 2.3.2におい
ては 2周期点が観測されるが，XOUT を増加させることで周期点の一部が borderを跨ぎ，分岐が
発生している．図 2.3.3の f4 からわかるように，分岐後準 4周期が発生する [19]．この周期解が
可観測カオスを呈することは，容易に理解できる．ここで，可観測カオスとは次の区間 I が存在し
ていることである．
f(I) ⊆ I∣∣∣∣ dfdya
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図 2.3.1 一方向分岐図
図 2.3.2 固定点 (XOUT = 0.04)
























断続動作特性を有する力学系は 2.2 節で述べたように分類できる．区分線形系に対しては，文献 [5]
[25] [26] [27] において case a.2におけるカオス制御が行われている．基本的にこれらの手法は，Hunt







であり，文献 [5] [25] [26] [27] においてOccasional Proportional Feedbackを用いた狙いは 3. 4. つまり
制御法が Robustであり VLSI化や応用に適した実装ができるためである．1. 2. は区分線形系ゆえに厳
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性を含む様々な周期解が存在しているが，フォトダイオードの発光を利用し switching rate γ を利用しこ
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v0 = E sgn(v+ − v) = E sgn(αv0 − v)
(3.2.1)
ここで sgn(·)は符号関数である．


















図 3.2.1 EFF回路 (フォトカップラーを含む方形波発振器)．
3.3. 結合 EFF回路 15
dx
dτ
= −x± 1 (3.2.3)
このとき方形波発振器の周期 σ は次式で示される．












v0 = βv0 > αv0 (3.2.6)














(1 + α)(1− β)










= −v + e (e = −1 or 1, v+ = ±α or β) (3.3.1)
EFFEFF
図 3.3.1 結合 EFF 回路．
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ここで，e は EFF回路のオペアンプの出力電圧を意味している．結合した EFF回路の回路方程式は次
式で示される．
dv1/dt = −v1 + e1
(e1 = −1 or 1, v+1 = ±α1 or β1)
dv2/dt = −v2 + e2
(e2 = −1 or 1, v+2 = ±α2 or β2)
(3.3.2)
v1，v2 は各々の EFF回路のキャパシタ電圧を示す．式 (3.2.8)より，式 (3.3.2)は次の関係をもつ．
0 < α1 < β1 < 1, 0 < α2 < β2 < 1 (3.3.3)
図 3.3.2に vi(t) および ei (i=1, 2) の例を示す．式 (3.3.2)は 1次の線形微分方程式で記述されるため，
区分的に厳密解が導出可能である．系の時定数が等しいため解から t に関する項を消去できるため，v1-v2
平面における解軌道は直線となる．(図 3.3.3，図 3.3.4，図 3.3.5および図 3.3.6 参照) 結合した EFF回
路において，以下に特徴を列挙する．
• オペアンプの出力電圧は式 (3.3.2)の記述を用いると次式で示される．
ei = sgn(v+i − vi) (i = 1, 2) (3.3.4)
ここで，オペアンプの出力が共に 1 であったときのみフォトトランジスタのスイッチは両方とも
ON となり，一方でもオペアンプの出力が −1 であると，フォトトランジスタのスイッチは両方
OFFとなる．したがって，オペアンプの出力 e1, e2 が共に 1であったときのみしきい値 v+i はそ
れぞれ v+i = αi から βi (i=1, 2) へと切り替わり，その他の場合，v+ = αi(i= 1, 2) となる．
• 解軌道が v1=β1, α2 ≤ v2 ≤ β2 もしくは v2=β2, α1 ≤ v1 ≤ β1 となった瞬間，オペアンプの出力
電圧はそれぞれ (e1, e2)=(1, 1) から (−1,−1)へと切り替わる．つまり，この場合のみオペアンプ
の出力電圧が同時に切り替わる．
以降の解析のために，次の 4つの半平面を定義する．
P1 ≡ {(v1, v2, e1, e2)| − α1 ≤ v1, v2 ≤ β2, e1 = −1, e2 = 1}
P2 ≡ {(v1, v2, e1, e2)| − α1 ≤ v1,−α2 ≤ v2, e1 = −1, e2 = −1}
P3 ≡ {(v1, v2, e1, e2)|v1 ≤ α1,−α2 ≤ v2, e1 = 1, e2 = −1}
P4 ≡ {(v1, v2, e1, e2)|v1 ≤ β1, v2 ≤ β2, e1 = 1, e2 = 1}
(3.3.5)
式 (3.3.5)の定義を用いれば，式 (3.3.2) はオペアンプの出力によって決定される 4つの半平面上を動く
解軌道が存在し，オペアンプの出力の変化によって半平面が切り替わる系とみなせる．ここで状態 v1, v2
によってオペアンプの出力の切り替わりが起きることに注意する．
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図 3.3.2 波形 (α1=0.35, α2=0.6, β1=0.7, β2=0.8).
図 3.3.3 EFF回路の状態平面図の例．
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図 3.3.4 回路実装 1．α1 ' 0.2, β1 ' 0.7 ( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3 ' 10 [kΩ], R4 '
2.4 [kΩ], R5 ' 1.2 [kΩ], r ' 100 Ω), α2 ' 0.2, β2 ' 0.8( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3 ' 10
[kΩ], R4 ' 2.4 [kΩ], R5 ' 680 Ω, r ' 100 Ω), (波形:2[ms/div], 10[V/div], 状態平面図:5[V/div],
5[V/div]).
図 3.3.5 回路実装 2．α1 ' 0.2, β1 ' 0.7( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3 ' 10 [kΩ], R4 ' 2.4
[kΩ], R5 ' 1.2 [kΩ], r ' 100 Ω), α2 ' 0.5, β2 ' 0.8( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3 ' 10
[kΩ], R4 ' 10 [kΩ], R5 ' 3.3 [kΩ], r ' 100 Ω), (波形:2[ms/div], 10[V/div], 状態平面図:5[V/div],
5[V/div]).
図 3.3.6 回路実装 3．α1 ' 0.5, β1 ' 0.7( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3 ' 10 [kΩ], R4 '
10 [kΩ], R5 ' 7.5 [kΩ], r ' 100 Ω), α2 ' 0.65, β2 ' 0.8( R1 ' 10 [kΩ], R2 ' 10 [kΩ], R3
' 10 [kΩ], R4 ' 18.4 [kΩ], R5 ' 9.1 [kΩ], r ' 100 Ω), (波形:2[ms/div], 10[V/div], 状態平面
図:5[V/div], 5[V/div]).
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3.4 リターンマップ F
式 (3.3.2)は区分線形系であるため，結合した EFF回路の解は解析的に導出可能であり，文献 [38], [39]
の手法を拡張することで 1次元リターンマップを厳密に導出できる．1次元リターンマップを定義するた
めに，幾つかの対象を定義する．
I10 ≡ {(v1, v2)| − α1 ≤ v1 ≤ β1, v2 = −α2, (v1, v2) ∈ P1}
I20 ≡ {(v1, v2)|v1 = β1,−α2 < v2 ≤ β2, (v1, v2) ∈ P1}
I30 ≡ {(v1, v2)| − α1 ≤ v1 < β1, v2 = β2, (v1, v2) ∈ P3}
I40 ≡ {(v1, v2)|v1 = −α1,−α2 < v2 < β2, (v1, v2) ∈ P3}
I11 ≡ {(v1, v2)| − α1 ≤ v1 ≤ α1, v2 = −α2, (v1, v2) ∈ P4}
I21 ≡ {(v1, v2)|v1 = α1,−α2 < v2 ≤ β2, (v1, v2) ∈ P2}
I31 ≡ {(v1, v2)| − α1 < v1 ≤ β1, v2 = α2, (v1, v2) ∈ P2}
I41 ≡ {(v1, v2)|v1 = −α1,−α2 ≤ v2 < α2, (v1, v2) ∈ P4}
I51 ≡ {(v1, v2)|v1 = β1, α2 ≤ v2 ≤ β2, (v1, v2) ∈ P2}
I61 ≡ {(v1, v2)|α1 ≤ v1 ≤ β1, v2 = β2, (v1, v2) ∈ P2}
T1 = I10 ∪ I20 ∪ I30 ∪ I40,
T2 = I11 ∪ I21 ∪ I31 ∪ I41 ∪ I51 ∪ I61
(3.4.1)
T1 から出発した解は T2 を通り必ず T1 に戻って来る．故に次の写像が定義できる．
f1 : T1 → T2
f2 : T2 → T1




ψ : T → S1
(v1 or v2) → x
(3.4.3)




2(α1 + α2 + β1 + β2)
for v1 ∈ I10
α1 + β1 + α2 + v2
2(α1 + α2 + β1 + β2)
for v2 ∈ I20
α1 + α2 + 2β1 + β2 − v1
2(α1 + α2 + β1 + β2)
for v1 ∈ I30
2(α1 + β1 + β2) + α2 − v2
2(α1 + α2 + β1 + β2)
for v2 ∈ I40
(3.4.4)
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次式を用い，リターンマップ F を定義する．
F ≡ ψ ◦ f ◦ ψ−1 : S1 → S1 (3.4.5)
その結果，式 (3.3.2)のダイナミクスは次式に示す離散写像の振る舞いによって解析可能となる．
xn+1 = F (xn) (3.4.6)
図 3.3.2に対応するリターンマップ F を図 3.4.1 に示す．図 3.4.1の D1 および D2 はそれぞれ次式で示
される．
D1 =
α1 + β1 + 2α2
2(α1 + α2 + β1 + β2)
D2 =
α2 + 2β1 + β2
2(α1 + α2 + β1 + β2)
(3.4.7)
さらに，D3 および D4 は次の関係を持つ．
• D3 ≡ D3 から出発した解軌道が (v1, v2)=(−α1, α2) を通る I10 ∪ I20 上の点．
• D4 ≡ D4 から出発した解軌道が (v1, v2)=(α1,−α2) を通る I30 ∪ I40 上の点．
次式を満たすとき xp を n 周期点と呼ぶ．
Fn(xp) = xp, F
k(xp) 6= xp (k < n) (3.4.8)
定理 1 F は固定点を持たない．
証明: F が固定点を持つには，次の 4つの変換が考えられる．
case1: I10 → I31 → I10
case2: I20 → I41 → I20
case3: I30 → I11 → I30
case4: I40 → I21 → I40





(x0 + 1)− 1 (3.4.9)
このとき，x2 < x1 < x0 となるため，F は固定点を持たない．他の caseも同様に証明可能である．□
3.5 解析
まず，2つの EFF回路が同じパラメータを持つ場合を考える (α1=α2, β1=β2)．
定理 2 2つのまったく同じ EFF 回路が結合しているとき, EFF回路の発光のリズムは同相で同期して
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図 3.4.1 リターンマップ (α1=0.35, α2=0.6, β1=0.7, β2=0.8)．
いる．
証明 α = α1=α2, β=β1=β2 と仮定する. 初期値 xa ∈ I10 ならば，F 2 もしくは F 4 を用いた次の 3つ
の場合が考えられる．
case1(F 4): xa ∈ I10 → xb ∈ I41 → xc ∈ I30 → xd ∈ I61 →
xe ∈ I40 → xf ∈ I11 → xg ∈ I20 → xh ∈ I51
case2(F 4): xa ∈ I10 → xb ∈ I41 → xc ∈ I30 → xd ∈ I21 →
xe ∈ I40 → xf ∈ I11 → xg ∈ I20 → xh ∈ I51




(α− 1)(β + 1)(2(α− 1)− (β − 1)(v1 + 1))
4(α− 1)− 2(β − 1)(v1 + 1) + (α− 1)(β + 1)(β − 1)
− 1, (α < v1 < B1) (3.5.1)
case2:
g(v1) = −
(α+ 1)(α− 1)(β + 1)(v1 + 1)
2(α+ 1)(v1 + 1)− (α− 1)2(β + 1)
− 1, (B1 < v1 < B2) (3.5.2)
22 第 3 章 結合した 2つの方形波発振器に生じる周期解の解析
case3:
g(v1) =
(α+ 1)(β − 1)
(α− 1)(β + 1)
(v1 + 1)− 1, (B2 < v1 < α) (3.5.3)






(α− 1)2(β + 1)
(α+ 1)(β − 1)
− 1
(3.5.4)
したがって，式 (3.5.1)-式 (3.5.3) を用いリターンマップ G が定義できる．
G ≡ ψ ◦ g ◦ ψ−1 : S1 → S1 (3.5.5)
S1 上の差分方程式は式 (3.4.6)の F を G に置き換えることにより与えられる．任意の case において，
初期値 x0 ∈ I10 は x1=G(x0) ∈ I10 よりも大きな値 x0 > x1 を取る．つまり，x0 ∈ I10 から出発した
解軌道は必ず case1 に含まれる．case1 の安定固定点は x=0 であり，(v1, v2) = (−α,−α) に等しい．
これは, EFF回路間の発光のリズムは, 同相で同期していることを示している.□
次に，2つの EFF回路が異なるパラメータを持つ場合を考える (α1 6= α2, β1 6= β2)．パラメータ β が
異なる場合においても，α が同じパラメータを持つ場合，EFF 回路の発光のリズムは同相で同期する．
この場合の例を図 3.3.4に示す．周期軌道を分類するため，switching rate γ を定義する．
γ =
The number of e2 pulses
The number of e1 pulses
for t→ ∞ (3.5.6)
γ は 1次元リターンマップ上では次の関係と一致する．
γ =
The number of xn+1 < xn
The number of xn+1 > xn
for t→ ∞ (3.5.7)
このとき，次のことが知られている．
1. γ は存在し，その値は初期値 x に依存する．
2. F が安定な周期軌道を持つとき， γ は有理数となる．
性質: もし，γ = n/m ならば，オペアンプの出力のスイッチングは m+ n 回発生する．このとき F は
(m + n)/2 周期点であり，v1-v2 平面上において解軌道は m + n 回しきい値と交わる．これは, F が 2
回のオペアンプの出力の切り替わりを 1周期とみなしていることを意味している．図 3.5.1に γ=2/4 つ
まり 3周期解の状態平面を示す．ここで，v1=β1, α2 ≤ v2 ≤ β2 では，オペアンプの出力電圧 ei (i=1,
2) が (1, 1) から (−1,−1) へと同時に切り替わる．図 3.5.2 に α2 = 0.7, β1 = 0.7, β2 = 0.8 の switching
rate の例を示す．この図より，パラメータを変化させることで多くの周期解が観測できることがわかる．
もし α2 < α1 ならば，γ ≥ 1，α1 < α2 ならば，γ ≤ 1である．γ が無理数の場合，F が非周期的な場合
も存在する．
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図 3.5.1 状態平面図 03131 の例．(α1=0.2, α2=0.5, β1=0.7, β2=0.8)．
図 3.5.2 α1-γ 特性．Fn(x), γ の計算の際， n =3000とした．





, where Ti = log
1 + βi
1− βi
(i = 1, 2) (3.5.8)
ここで，EFF回路 のオペアンプの出力電圧が変化する度に， Ti = 0 と初期化する．これは，γ が 2/n
もしくは n/2 の場合に一致している．F が安定な n+1 周期点を持つとき，v1-v2 平面上において解軌道






0 for (v1, v2) ∈ I10 or I11
1 for (v1, v2) ∈ I20 or I21
2 for (v1, v2) ∈ I30 or I31
3 for (v1, v2) ∈ I40 or I41
(3.5.9)
条件式 (3.5.8) を満たすとき，式 (3.3.2) の解軌道は，以下に示すように全て列挙可能である．γ=2/2n
は 031(31)n−1, 301(31)n−1, 032(31)n−1, 302(31)n−1 のいずれかを周期解として持ち，γ=2n/2 は
(02)n−1031, (02)n−1301, (02)n−1032, (02)n−1302, のいずれかを解軌道として持つ．この数列は，周期
解が ω(v1, v2) を打った履歴を並べたものである．図 3.3.5，図 3.5.1 および図 3.5.4 に 03131 に対応し
た波形および状態平面図を示す．この数列 03131 は γ = 4/2 の一種である．γ = 2/(n − 1) および γ
= 2/n のパラメータ領域は, 類似した構造を持っており，任意の n に関して一部重なりあっている．そ
のような領域においては，解軌道が共存し，どちらの解軌道に落ち着くかは完全に初期値に依存する．図
3.5.5に, γ = 2/2 および 2/4 のリターンマップの例を示す.
安定な固定点は (v1, v2)=(β1, α2) もしくは (α1, β2) で消滅する．図 3.5.6に x - F 2(x) 平面で構成し
たリターンマップおよび波形を示す．図 3.5.6(b)を境界に，図 3.5.6(a)と図 3.5.6(c)では完全に異なった
状態をもつ．図 3.5.6(a)において，オペアンプの出力は (e1, e2) = (1, 1) から (e1, e2) = (−1,−1) へと
切り替わる．しかし図 3.5.6(c)においては，オペアンプの出力は (e1, e2) = (1, 1) から (e1, e2) = (1,−1)
もしくは (e1, e2) = (1, 1) から (e1, e2) = (−1, 1) へと切り替わる．本システムにおいて，一般的にパラ
メータが図 3.5.6(a) から図 3.5.6(c) へと変化したときリターンマップはラミナー部が形成される．その
結果，図 3.3.6, 図 3.5.7 に示す非周期軌道が発生する．図 3.5.8 に いくつかの γ の存在領域を示す．図
3.5.8のパラメータにおいて，γ = 2/2 は 013, 031, 032，γ = 2/4 は 30131, 03231, 03131 の解軌道が
存在している．γ の分母，もしくは分子が 2のとき リターンマップ上で軌道は決して 2重ループにはな
らない．この場合，比較的容易に分岐集合を厳密に導出可能である．
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図 3.5.3 ヒステリシス特性．(α2=0.5, β1=0.7, β2=0.8).
図 3.5.4 波形の例 (03131). (α1=0.2, α2=0.5, β1=0.7, β2=0.8).
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図 3.5.5 リターンマップ．γ = 2/2 と 2/4 に対応した 2 種類の周期解が共存している．(α1=0.2,
α2=0.47, β1=0.7, β2=0.8)．
図 3.5.6 分岐集合近傍のリターンマップと波形の例．リターンマップは x - F 2(x) 平面で構成している．
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図 3.5.7 非周期解．(α1=0.5, α2=0.63, β1=0.7, β2=0.8)．
図 3.5.8 分岐図．(β1=0.7, β2=0.8)．





























• 周期開閉スイッチを持つ 2次元非線形断続回路 (時刻依存型断続特性を有する Alpazur発振器)




















= f i(x,λ,λi), 0 < t ≤ τi i = 0, 1, 2 . . . ,m− 1 (4.2.1)
ここで，fi から fi+1 への切り替わりは τi 時間経つと外力で強制的に動作すると仮定する．図 4.2.1に
式 (4.2.1)の解軌道の様子を示す．式 (4.2.1)の解軌道:
x(t) = φ(t,x0,λ,λi) (4.2.2)
は，式 (4.2.2)の解をつなぎ合わせた解となる．ここで，t ∈ R は時刻，x ∈ Rn は状態を表す n次元ベ
クトル，λ ∈ Rr は f i に共通なパラメータ，λi ∈ Rs はそれぞれ f i のみに依存するパラメータである．
また，非線形関数 f i はなめらかで各変数，パラメータに関して必要なだけ微分可能であるとする．各軌
道は自律系であるから，時間の原点の平行移動に関して，解も同じく平行移動する．すなわち， t = 0 で
初期値 x(0) = x0 を出発する解を式 (4.2.2) とすれば， t = σ で初期値 x(σ) = x0 を出発する解は
x(t) = φ(t− σ,x0,λ,λi) (4.2.3)
となる．この性質を利用して，式 (4.2.1)の i 番目の非線形関数 f i に従う解軌道を
x(t) = φi(t,xi,λ,λi) (4.2.4)
と表現する．以下，この系にみられるリミットサイクルの分岐パラメータを求める．
4.2.2 Poincaré写像
点 xi ∈ Rnを初期値とする解の t = τi における点を xi+1，点 xi+1 ∈ Rnを初期値とする解の t = τi+1
における点を xi+2 と仮定する．時刻依存型断続特性を有する力学系はその性質より必ず解軌道は周期的
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x0 7→ x1 = φ0(τ0,x0,λ,λ0)
T1 : R
n → Rn











各写像 Ti の合成 T は
T = T0 ◦ T1 ◦ · · · ◦ Tm−1 (4.2.7)



















∣∣∣∣ ∂T∂x0 − µIn
∣∣∣∣ = 0 (4.2.9)
となる．ここで分岐パラメータの計算には，式 (4.2.9) を固定点条件と連立させ，x，λ について解けば
よい．


































系が記述される 2 次元自律系である [46]．ここで，スイッチの切り替わりは図 4.3.1 のスイッチの位置





















= x+ (1− g1)y − 13y
3 +B1







= x+ (1− g2)y − 13y
3 +B2
θτ < t ≤ τ (4.3.2)
となる．ここで，θτ はスイッチが a に固定されている時間を表す．図 4.3.3に解軌道の例を示す．
(1    )t−θ
n(  +1)τ
t
sw : a sw : a
θτ
τ
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4.3.2 単体の Alpazur発振器の分岐
図 4.3.4に 単体の g-B 平面における Alpazur発振器の分岐図を示す．ここで，k = 0.1 である．
領域 : 安定なリミットサイクルを持つ
領域 : 安定な平衡点を持つ
であり，図中の曲線は g-B 平面における平衡点の Hopf分岐を示す．本章では，式 (4.3.1)のパラメータ
を g1 = 0.2，B1=0.5 に固定し ( 図 4.3.4■で示す)，式 (4.3.2)のパラメータを徐々に変化させたときの
分岐構造を観察する．ここで選んだパラメータは，図 4.3.4の各点，
(a) : g2 = 2.0, B2 = 2.0．式 (4.3.2)は安定な平衡点を持つ．
(b) : g2 = 1.0, B2 = 1.2．式 (4.3.2)は安定な平衡点を持ち，かつ発振状態に近い．
(c) : g2 = 0.9, B2 = 1.1．式 (4.3.2)は安定な平衡点を持ち，ほぼ Hopf分岐曲線上にある．
(d) : g2 = 0.8, B2 = 1.0．式 (4.3.2)は安定なリミットサイクルを持ち，かつ Hopf分岐曲線に近い．
(e) : g2 = 0.4, B2 = 1.0．式 (4.3.2)は安定なリミットサイクルを持つ．
(f) : g2 = 0.2, B2 = −0.5．式 (4.3.2)は安定なリミットサイクルを持つ．この場合，スイッチが a 側に
接続されているときと b 側に接続されたときで，直流電源の極性が反転しているのと同様である．
とする．
図 4.3.4 g,B の変化による発振器の状態変化．図中の曲線は 平衡点の Hopf分岐を示す．
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4.3.3 解析結果
以下に示す分岐図において， n 周期点の分岐集合として次の記号を用いる．
• Gnk · · · 接線分岐
• Ink · · · 周期倍分岐
• Hnk · · · Neimark-Sacker分岐
ここで， k は同じ周期の分岐現象を区別するために用いた．
パラメータを発振状態に徐々に近付けたときの周期 τ の周期解の分岐図を図 4.3.5-図 4.3.7に示す．領
域 には，準周期解が存在している．ここで準周期解は，系がスイッチングの周期 τ に対して非
同期であることを示している．これらの解が位相同期することによって発生する周期 lτ(l = 2, 3, . . .) も
この領域には存在している．領域 には，周期 τ の周期解 (同期解)が存在している．発振状態に
近付くにつれて，準周期解の存在領域 が広くなっていることがわかる．それに伴って，周期解が
得られる領域が狭くなっている．また τ の小さい領域では，周期倍分岐も徐々に消滅している．
さらにパラメータを変化させた分岐図を図 4.3.8-図 4.3.10に示す．分岐図は θ = 0.5 に対して対称に
近くなっている．図 4.3.8において，分岐図中の周期倍分岐は完全に消滅し，新たな接線分岐曲線が θ の
小さい領域で発生している．また図 4.3.10においては分岐図は完全に対称になり，周期解は θ = 0.5 で
原点に対して対称な解軌道となる (図 4.3.11) ．以下，図 4.3.5に注目し，解析を行なう．
図 4.3.5の拡大図を図 4.3.12，図 4.3.13に示す．図 4.3.12 には多数の接線分岐曲線 Gi が存在してい
































ここで n/m は，分母は m-周期であることを，分子が巻き数，すなわち m 周期あたりの振動数 を n と
した．例として，図 4.3.14 に G32 に囲まれた領域内で発生する 2/3 分数調波を示す．この数列 (4.3.3)
は，同期やリズムの同調に関して同期周波数を問題とするときによくみられる Farrey数列を形成してい
る．この結果から，Neimark-Sacker 分岐曲線に沿って存在する接線分岐曲線がサークル写像などによく
見られるアーノルドの舌を形成していることがわかる．本章では， 2 ～ 5 τ の周期を持つ接線分岐曲線
のみを示したが，これら以外にも，無数の n/m が有理数比の周期解の接線分岐曲線が存在している．図
4.3.15 に τ = 8.5 に固定したときの一方向分岐図で示す．また図 4.3.13 では，周期 τ の周期解が，周期
倍の連鎖 I21 , I41 , I81 などを経て，カオスが発生していることがわかる (図 4.3.16)．さらに θ を大きくす
ると，G33 により発生した周期 3τ の周期解に，系の状態は引き込まれる．さらに θ を 1に近づけると，
準周期解が発生する．
36 第 4 章 時刻依存型断続特性を有する非線形力学系における分岐
図 4.3.5 点 (a) での分岐図 (g2 = 2.0, B2 = 2.0) ．
図 4.3.6 点 (b) での分岐図 (g2 = 1.0, B2 = 1.2) ．
4.3. 時刻依存型断続特性を有する ALPAZUR発振器 37
図 4.3.7 点 (c) での分岐図 (g2 = 0.9, B2 = 1.1) ．
図 4.3.8 点 (d) での分岐図 (g2 = 0.8, B2 = 1.0) ．
38 第 4 章 時刻依存型断続特性を有する非線形力学系における分岐
図 4.3.9 点 (e) での分岐図 (g2 = 0.4, B2 = 1.0) ．
図 4.3.10 点 (f) での分岐図 (g2 = 0.2, B2 = −0.5) ．
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図 4.3.11 状態平面図 (τ = 6.0, θ = 0.5)．
図 4.3.12 図 4.3.5 の拡大図 1．
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図 4.3.13 図 4.3.5 の拡大図 2．
図 4.3.14 状態平面図．黒い点は写像 T の点を表す．(τ = 4.3, θ = 0.9)．
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図 4.3.15 θ の変化による一方向分岐図 (τ = 8.5)．
図 4.3.16 カオス振動．(τ = 8.5, θ = 0.89)．











= i−G(v) + E1 − v
R0 +R1
,









= i−G(v) + E2 − v
R0 +R2
(if SW is at b) (4.3.5)
ここで，





































, B1 = r1
√
c3LE1, B2 = r2
√
c3LE2, (4.3.10)
を行い，t′ を t と書き改めることで正規化された方程式 (4.3.1)および式 (4.3.2)を得る．各素子を次の
値に固定したとき，
L = 50[mH], C = 0.1[µF], E1 = 1.8[V], E2 = 2.1[V], R0 = 0[Ω], R1 = 987[Ω]
R2 = 281[Ω], r = 70.72[Ω], a1 = −2.145/1000, a3 = 0.069/1000
(4.3.11)
ならば，
B1 = 0.27 E1, B2 = 0.96 E2, x = 270.53 i, y = 0.38 v (4.3.12)
であり，
k = 0.1, g1 = 0.2, g2 = 2.0, B1 = 0.5, B2 = 2.0 (4.3.13)
を得る．
実際の回路実装においてスイッチ部分にはアナログスイッチ 4053 を使用し，制御信号は図 4.3.17 の
回路を用いる．R2 = 0.86R3 の場合，R1a および R1b により，充電の時定数を変化させる．R1aがR1b
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より大きい場合 −Vout の時間が長くなり，逆に R1a が R1b より大きいと −Vout の時間が短くなる．
デューティは R1b : R1a で決定される．τ = 8.5, θ = 23 の制御信号の例を図 4.3.18 に示す．
図 4.3.15に従ってスイッチング比 θ を増加させた際の波形，状態平面図を図 4.3.19-図 4.3.23に示す．
図 4.3.15と同様に周期倍分岐によりカオス (図 4.3.19-図 4.3.21)が発生し，さらに θ を大きくすることで
3周期 (図 4.3.22)，準周期解 (図 4.3.23)がそれぞれ観測される．
図 4.3.17 デューティを変化させる方形波発振器．
図 4.3.18 τ = 8.5, θ = 2
3
の制御信号の例 (0.2[ms/div], 5.0[V/div])．




図 4.3.19 1周期解 (τ = 8.5, θ = 0.75) (a):(4.1[mA/div], 2.0[V/div]), (b):(0.2[ms], 2.0[V/div])
, (c):(0.2[ms/div], 4.1[mA/div])




図 4.3.20 2周期解 (τ = 8.5, θ = 0.85) (a):(4.1[mA/div], 2.0[V/div]), (b):(0.2[ms], 2.0[V/div])
, (c):(0.2[ms/div], 4.1[mA/div])




図 4.3.21 カオスアトラクタ (τ = 8.5, θ = 0.89) (a):(4.1[mA/div], 2.0[V/div]), (b):(0.2[ms],
2.0[V/div]) , (c):(0.2[ms/div], 4.1[mA/div])




図 4.3.22 3周期解 (τ = 8.5, θ = 0.93) (a):(4.1[mA/div], 2.0[V/div]), (b):(0.5[ms], 2.0[V/div])
, (c):(0.5[ms/div], 4.1[mA/div])




図 4.3.23 準周期解 (τ = 8.5, θ = 0.98) (a):(4.1[mA/div], 2.0[V/div]), (b):(0.5[ms], 2.0[V/div])
, (c):(0.5[ms/div], 4.1[mA/div])
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4.4 断続 RC 回路を持つ BVP発振器
図 4.4.1 に示す断続 RC 回路を持つ BVP 発振器にみられる分岐現象について考える．この回路は，
BVP発振器部分とスイッチ SWで制御される RC 回路部分から構成され，SWによって回路の動作状態
が切り替えられるようになっている．発振器全体は，BVP発振器のキャパシタ電圧および線形インダク
タの電流，RC 回路のキャパシタ電圧の 3変数により系が記述される 3次元自律系であり，SW は外力で
強制的に切り替わると仮定する．SW が ON のときは状態変数 v1, v2, i の 3次元変数がお互いに影響を







































となる．非線形抵抗素子 g(v1) を次の 3次特性 g(v1) を
g(v1) = av






































































とおくと，スイッチ SW が ON の時 (SYSTEM 1):
dx
dτ
= y + cx− x3 − δ(x− z)
dy
dτ
= −x− k1y +B
dz
dτ
= γ[−k2z + δ(x− z)]
(4.4.6)
スイッチ SW が OFF の時 (SYSTEM 2):
dx
dτ
= y + cx− x3
dy
dτ







スイッチング動作を図 4.4.2に示す．スイッチング周期を T とし，α はスイッチの ONの時間と OFF
の時間との比率を表している．したがって，SW が ONになり αT 時間経つと SWは OFFになる．そ
して， (1−α)T 時間経つと再び SWは ONになる．システムが切り替わるとき，それまでの経路は以後
影響せず，現在の状態空間の位置だけが次のシステムの初期値として伝えられる．従ってそれぞれの時刻




以下に示す分岐図において， n 周期点の分岐集合の記号は 4.3.3節と同様のものを用いる．
4.4.3.1 スイッチング動作がない場合の平衡点の性質








x− x3 = 0






y + cx− x3 = 0




c = 2.0, δ = 0.5, k2 = 0.01, γ = 0.3 (4.4.10)
に固定した際の，回路図において抵抗 R ，直流電源 E にそれぞれ対応する K1-B 平面の分岐図を図
4.4.3に示す．領域 においては安定なリミットサイクルが存在しており， h は平衡点の Hopf分
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(a) (b)
図 4.4.3 式 (4.4.8)，式 (4.4.9) によって与えられる，k1-B 平面における平衡点の状態変化．(a),
(b) は式 (4.4.6), 式 (4.4.7) における分岐図をそれぞれ示している．図中の h は平衡点の Hopf 分岐
曲線を示し，斜線部分では安定なリミットサイクルが観測される．
岐曲線を示している．SWを ONにした場合，つまり式 (4.4.6)においては 3次元自律系のためカオスが
発生する可能性があるが，われわれのみた限り周期解には接線分岐以外の分岐は発生しなかった．
本章では特に k1 = 0.1とし，解軌道が
• 式 (4.4.6)，式 (4.4.7)の両者とも安定なリミットサイクルを持つ場合．
• 式 (4.4.6)が安定平衡点，式 (4.4.7)が安定なリミットサイクルを持つ場合．
の場合に注目し，周期解のスイッチング周期 T ，スイッチング比率 α の変化による分岐現象を解析する．
4.4.3.2 B=0.0, B =0.5の場合 (準周期解と同期化)
まず，式 (4.4.6)，式 (4.4.7)が両者とも安定なリミットサイクルを持つ場合を考える．図 4.4.4，図 4.4.5
に B = 0.0，B = 0.5 の場合の分岐図をそれぞれ示す．
ここで，領域 には，準周期解が存在している．非周期的な解軌道の例を図 4.4.6(a)に示す．こ
こで，準周期解は，系がスイッチング周期に対して非同期であることを示している．しかし，スイッチン
グ周期 T が式 (4.4.6)，式 (4.4.7)の安定なリミットサイクルの周期の整数倍になった場合，位相同期に
よってさまざまな周期解 (同期解)が発生する．その同期化領域を領域 で示す．図 4.4.4，図 4.4.5
では，Gm(m ≤ 4) の接線分岐を示しているが，Gm(m ≥ 5) の接線分岐もこの領域には存在している．
以下，基本調波に注目し，解析を進める．
B = 0.0，つまり直流電源を印加しない場合，安定な 2種類のリミットサイクルが存在する．この場合，
直流電源を零としているため，回路が図 4.4.1 において上下方向に対称となっている．そのため 2種類の
リミットサイクルは，3次元直角座標で完全に原点対称となっている．図 4.4.4では，G1 が一種類しかみ
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られないが，これは 2種類の接線分岐が重なっているためである．
B = 0.5 の場合，B = 0.0 の線分のような対称性がないため，接線分岐のループは 2重になる．G1 の内
側の 2つの G1 内では 2種類の安定な周期解が存在している．図 4.4.6(b)(c)に例を示す．0.0 < B < 0.5
では、大きな変化はなく，同期領域の形状は B = 0.5 の場合とまったく同じである．
図 4.4.4 分岐図 (B=0) ．
図 4.4.5 分岐図 (B=0.5)．
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(a)α = 0.6, T = 10.5
(b)α = 0.6, T = 8.0
(c)α = 0.6, T = 9.5
図 4.4.6 波形の例 (B=0.5).
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4.4.3.3 B=0.58の場合 (カオスアトラクタの出現)
B = 0.58 の分岐図を図 4.4.7 に示す．ここで，式 (4.4.6)，式 (4.4.7)は両者とも安定なリミットサイ
クルを持つが，SWが ON つまり式 (4.4.6)は平衡状態に近い解軌道を持つ．G11，G12，G13，G14 といっ
た大まかな形状は，B = 0.5 と同様である．G15 は G12-G14 間の安定平面上で，閉じたループとなってい
る．I12，I23 は G11-G13 間の安定平面上に存在し，残りの周期倍分岐曲線は G12-G14 間に存在している．
H11 および G11 に囲まれた領域では，カオス状態，準周期解，さまざまな周期解を観察することができ
る．図 4.4.8 は T = 6.55 として α すなわちスイッチング動作の比率を変化させた一方向分岐図を示す．
この図から，様々な位相同期が発生していることがわかる．これらの位相同期解は，Neimark-Sacker分




3 間において周期倍分岐の存在する付近の拡大図を図 4.4.10，T = 8.5 付近での直線 l2 に沿った
多様体の模式図を図 4.4.11に示す．I11 によって発生した 2周期解が G21 により折り畳まれている．つま
り，周期点多様体が重なっている領域が存在していることがわかる．図 4.4.12に直線 l1 に沿って T を変
化させた一方向分岐図を示す．周期 T の周期解が周期倍分岐 I11 を横切ることにより不安定になり，周
期 2T の周期解が発生する．さらに I21 や I21 を横切ることで周期 4T の周期解が発生する．さらに周期
倍分岐の連鎖によりカオスへと進展している．
図 4.4.7 分岐図 (B=0.58)．
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図 4.4.9 Poincaré 断面 Π0 における T の固定点及びパワースペクトル．(a)準周期応答，(b)カオ
ス応答．(a)は 2つ，(b)は多くの周波数で構成されている．
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図 4.4.11 直線 l2 に沿った模式図．
58 第 4 章 時刻依存型断続特性を有する非線形力学系における分岐
図 4.4.12 α = 0.6 にそって T を変化させた 1方向分岐図．
4.4.3.4 B = 0.6, B = 0.65 の場合 (振動現象の消滅)
B = 0.6の分岐図を図 4.4.13に示す．ここで，SWが ON，すなわち系の運動が式 (4.4.6)に従う間，
系は安定なリミットサイクルを持ち，SWが OFFのとき，式 (4.4.7) は安定な平衡点を持つことに注意
する．4.4.3.3節と同様に，おおまかな形状はあまり変わっていない．しかし，B=0.58 では，2種類の固
定点が存在し，それらに分岐現象が生じたが，B=0.6，B=0.65 では新たにもう一種類の固定点が発生し
ている．この固定点は α が大きいとき，つまりスイッチング周期 T のうち式 (4.4.6)に従う時間が長い
場合発生にする．式 (4.4.6)は安定な平衡点を解として持つため，ほとんど系全体が発振していない状態
になっている．しかし，α を減少させると，H11 を横切ることで Neimark-Sacker分岐が発生し，2次元
不安定な固定点と安定な準周期解が発生する．図 4.4.15に I13 周辺の拡大図を示す．ここで，図中の矢印
の方向にパラメータを変化させた際に生じる余次元 1の分岐は以下のようになる．
1. 0D → 2D
2. 0D → 1I + 20D2
3. 2D → 1I + 22D2
4. 0D
2 → 2D2
5. 1I → 0D + 21D2
6. 1I → 2D + 21D2
7. ϕ → 0D2 + 1D2
(4.4.11)
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●は I13，H11，H21 が接し，2つの周期倍分岐条件の重複によって発生する P 2 分岐がみられる．3次元
系では 4種類の余次元 2の分岐が発生する可能性がある．詳細は省略するが，断続 RC 回路を持つ BVP
発振器では P 2 分岐の他に TP 分岐，T 2 分岐 という合計 3種類の余次元 2の分岐が存在しており，これ
らの分岐パラメータ近傍では複雑な系の挙動がみられる．
最後に，B = 0.65 の分岐図を図 4.4.14 に示す．この場合，さらに 新たに発生した固定点の存在領域
が広がり，H11 が下にさがっている．この現象の原因として，
• SW が ONの場合に存在する平衡点がより安定になっている．
• SW が OFFの場合に存在するリミットサイクルの周期が短くなっている
が考えられる．それにともない，他の 2種類の固定点の存在領域が狭くなっている．B > 0.687 では SW
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図 4.4.13 分岐図 (B=0.6)．
図 4.4.14 分岐図 (B=0.65)．
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近年，電気回路におけるカオスの研究が注目され，とりわけ，Chua 回路 [2] [45] ，ダイオードを含む





























= f i(x,λ,λi) i = 0, 1, 2 . . . ,m− 1 (5.2.1)
ここで，t ∈ Rは時刻，x ∈ Rn は状態を表す n次元ベクトル，λ ∈ Rr は f0,f1, . . . ,fm−1 に共通なパ
ラメータ，λi ∈ Rs は f i のみに依存するパラメータである．また，非線形関数 f i はなめらかで各変数，
パラメータに関して必要なだけ微分可能であるとする．
あるスカラー関数 qi : Rn → R で張られる局所断面 Πi は，関数が不連続に切り替わる状態空間上の
平面に選んでおく．
Πi = {x ∈ Rn | qi(x) = 0} i = 0, 1, 2 . . . ,m− 1 (5.2.2)
局所断面 Πi−1 を出発した軌道が，断面 Πi を通過したとき，運動方程式も fi−1 から fi へと不連続に
切り替わる．このとき，式 (5.2.1)の i番目の非線形関数 f i に従う解軌道を
xi(t) = φi(t,xi−1,λ,λi) (5.2.3)
xi = (xi1, xi2, . . . , xin)
⊤ (5.2.4)
とする．式 (5.2.1)は区分的に自律系であるから，各断面での初期値は次式となる．
xi(0) = xi−1 = φi(0,xi−1,λ,λi) (5.2.5)
以下，この系にみられるリミットサイクルの分岐パラメータを求める．
5.2.2 局所断面と Poincaré写像
点 xi ∈ Πi を初期値とする解が，t = τi(xi) において Πi+1 と交わる点を xi+1，点 xi+1 ∈ Πi+1 を初
期値とする解が，t = τi+1(xi+1) に Πi+2 と交わる点を xi+2 と仮定する．このシステムが m 個の局所
断面を持ち，解軌道が周期的であるとき，次の m 個の写像を定義できる．
T0 : Π0 → Π1
x0 7→ x1 = φ0(τ0(x0),x0,λ,λ0)
T1 : Π1 → Π2
x1 7→ x2 = φ1(τ1(x1),x1,λ,λ1)
· · ·
Tm−1 : Πm−1 → Π0






























図 5.2.1 状態依存型断続特性を有する非線形力学系 (2.2節 case a.2)における解軌道






ここで，各写像 Ti の合成 T :
T = T0 ◦ T1 ◦ · · · ◦ Tm−1 (5.2.8)
は Poincaré 写像となる．式 (5.2.8)の Poincaré 写像 を用いて差分方程式系への変換を考えるが，実際
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である．Πi は 1次元の拘束条件であるから，局所断面は n− 1 次元超曲面となる．また，軌道に対して



























し，各区間における 式 (5.2.13) の解を導出し，最後にそれらの積を取ったものは，式 (5.2.9)で示される
Poincaré 写像の微分となっている．パラメータによる微分も同様に導出可能である．
さらに以下に述べる局所断面上の n− 1次元局所座標系を導入し，分岐問題を考える．まず， Π0 の局
所座標として u ∈ Σ ⊂ Rn−1 を，
x01 = u01, . . . , x0(n−1) = u0(n−1), x0n = s(u01, . . . , u0(n−1)) (5.2.14)
によって埋め込んだとし，埋め込み写像 p−1，射影 pを，
p−1 : Σ → Π0, p : Π0 → Σ (5.2.15)
と定義する．このとき，局所座標上での Poincaré 写像 Tℓ は














∣∣∣∣ ∂Tℓ∂u0 − µIn−1
∣∣∣∣ = 0 (5.2.18)
となる．この Jacobi行列に関する特性乗数は固定点の安定性と一致する．


















∣∣∣∣∣ = 0 (5.2.20)











式 (5.2.21)では，周期 τ(x0)は Newton法には陽に関与しておらず，周期の算出は Newton法が終了し
た時点の周期軌道の積分時間で知ることができる．この際用いる変分系の各要素は，式 (4.2.11)の基本行






今，関数 f i に解軌道が従うとき， xij が局所断面に接し分岐が発生すると仮定と，以下の計算を行な
えばよい．
Tn(x0)− x0 = 0



































= x+ (1− g2)y − 13y
3 +B2
(5.4.2)
となる．回路方程式は式 (4.3.1) および式 (4.3.2) とまったく同じであるが，回路方程式を切り替えるス
イッチング動作がまったく異なっている．
2つの半平面のスイッチ SW の動作を考える．2つの半平面とその境界を
H = {(x, y) ∈ R2|y ≥ h}
B = {(x, y) ∈ R2|y ≤ b}
∂H = {(x, y) ∈ R2|y = h}
∂B = {(x, y) ∈ R2|y = b}
(5.4.3)
とする．ここで， b > h であり，H と B は h ≤ y ≤ b の部分で重なっていると仮定する．スイッチの
動作は， H 上の式 (5.4.1)の流れと B 上の式 (5.4.2)の流れがそれぞれ境界に達したとき，切り替える
ように働くと仮定する．つまり，
1. 初期値 (x0, b) の解 (x(t), y(t)) は H 上で式 (5.4.1)に従う．解が ∂H を横断的に横切るとき，解
は ∂H 上で半平面 B 上の運動となる．
2. 同様に B 上の式 (5.4.2)に従う運動は ∂B に達したとき，H 上の運動に切り替わる．
このような動作を断続的に繰り返すものとする．この様子を図 5.4.1に示す．ここで，すべてのスイッチ
ング動作は理想的であるとし，時間遅れなどはないものとする．














H および B 上の解軌道をそれぞれ次のように定義する． x(t) = φ0(t,u0,λ0,λ)
y(t) = ϕ0(t,u0,λ0,λ)
(5.4.4)
 x(t) = φ1(t,u1,λ1,λ)
y(t) = ϕ1(t,u1,λ1,λ)
(5.4.5)
ここで， u = (x, y)⊤ である．局所断面は，関数が不連続に切り替わる状態空間上の平面に選ぶため，条
件式 (5.4.3) より次の断面が定義できる．
Π0 = {u ∈ B | q0(u) = y − b = 0}
Π1 = {u ∈ H | q1(u) = y − h = 0}
(5.4.6)
式 (5.4.6)より各々の局所的な写像は
T0 : Π0 → Π1
x0 7→ x1 = φ0(τ0(u0,λ0,λ),u0,λ0,λ)
y0 7→ y1 = h
T1 : Π1 → Π0
x1 7→ x2 = φ1(τ1(u1,λ1,λ),u1,λ1,λ)
y1 7→ y2 = b
(5.4.7)
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したがって，Poincaré 写像は
T = T1 ◦ T0 (5.4.8)
であり，周期は τ = τ0 + τ1 となる．
埋め込み写像 p−1，射影 pを次式で定義する，





7→ w = x

















































− µ = 0 (5.4.11)
ここで 式 (5.4.10)はスカラー値をもつことに注意．
5.4.3 スイッチング動作が無い Alpazur発振器
図 5.4.2 g,B の変化による発振器の状態変化．図中の曲線は 平衡点の Hopf分岐を示す (r = 0.1)．
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g-B 平面における単体の Alpazur発振器の分岐図を図 5.4.2に再び示す．ここで，k = 0.1 である．
領域 : 安定なリミットサイクルを持つ
領域 : 安定な平衡点を持つ
であり，図中の曲線は g-B 平面における平衡点の Hopf分岐を示す．ここで，各パラメータは次のよう
に設定した．
k = 0.1, g1 = 0.2, g2 = 2.0 (5.4.12)







半平面 H 上を運動する解軌道は次の 2種類に分類される．




Π1(y = h) に到達する場合．




一度以上満たし，Π1(y = h) に到達する場合．
例えば，図 5.4.3(c)は H1RH1S 周期解であり，周期は 2となる．Π0 上を出発した解軌道は HR もしく
は HS を経て半平面 B 上に移動する．5.4.3節で述べたように，式 (5.4.2) は安定な平衡点を持つため，




u2 = T (u0) で示されたとすると，このパラメータにわずかなパラメータ変化を加えることで Π1 に解軌
道が接し，その結果スイッチング動作が行なわれなくなる．この場合，解軌道は太い点線で示すように安
定な平衡点 ue に落ち着いている．
ここで，(H lRHmS )n 周期解の安定性は合成写像 Tnℓ (u0) の微分値によって決定される．
定義(H lRHmS )n 周期解を
• |µ| < 1 ならば，安定周期解 (記号 S で略記)
• µ > 1 ならば，正不安定周期解 (記号 D で略記)
• µ < −1 ならば，逆不安定周期解 (記号 I で略記)










n 周期解の分岐は µ がスカラー値であるため次の 3種類のみが発生する．
• 接線分岐: µ = 1 で生じる．
• 周期倍分岐: µ = −1 で生じる．
• 大域分岐: 軌道の一部が局所断面に接することで生じる．
ここで，解軌道が Π0 もしくは Π1 に接するとき，スイッチング動作はおこらないと仮定する．
具体的に上記の分岐は，分岐パラメータ λ = λ0 の前後について，次の関係式が成り立つことをいう．
• 接線分岐:
Ø ⇔ {D − type(H lRHmS )n}+ {S − type(H lRHmS )n} (5.4.14)
• 周期倍分岐:













図 5.4.3 コンピュータシミュレーションおよび回路実装 1．大域的分岐近傍の安定な周期解
(B2=5.0)．(a)H1R 周期解 (B1=1.86), (b)H4RH1S 周期解 (B1=1.8), (c)H1RH1S 周期解 (B1=0.145).




図 5.4.4 コンピュータシミュレーションおよび回路実装 2．カオスアトラクタ (B2=5.0)．
(a)B1=0.56, (b)B1=0.5, (c)B1 = −2.8．
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図 5.4.5 大域的分岐の様子．
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5.4.5 解析結果
以下に示す分岐図において， n 周期点の分岐集合の記号は 4.3.3節と同様のものを用いる．大域的分岐
は GBnk を用いた．ここで，k は同じ周期の分岐現象を区別するために用いている．
図 5.4.6に B1-B2 平面において広い範囲に存在している分岐曲線を示す．様々な周期解の分岐曲線が
存在し，接線分岐はカスプ点を含んでいる．ここでGB12，GB13 を除いた他の大域的分岐は解軌道の一部
が y ＝ b に接することにより発生している．B2 ' −2.0， 例えば GB12，GB13 より B2 が小さい領域で
は，解軌道が y ＝ h に接することにより大域的分岐が起こる．式 (5.4.2)は解軌道として安定な平衡点を
持つため，結果的に再びスイッチングが起こることなく解軌道は平衡点に落ち着く．図 5.4.7 に GB12 に
よる安定 H1R 周期解の消滅した際の状態平面図を示す．解軌道は安定平衡点 ue に落ち着いている．式
(5.4.2)が解軌道として安定な平衡点を持つ場合，解軌道が周期的であるためには (H lRH1S)n (l, n > 1) 周
期解でなければならないことがわかる．図 5.4.6では，3周期点以下の分岐曲線を示したがこれら以外に
も多くの分岐曲線が存在している．
図 5.4.8 に B1, B2 > 0 の領域の拡大図を示す．領域 には，図 5.4.9のような安定な 2種類の
安定 H1R 周期解が存在している．この領域では状態の初期値によりどちらの周期解に落ち着くかが決ま
る．外側の 安定 H1R 周期解は，G12 を横切ると，式 (5.4.14)により正不安定 H1R 周期解と癒着消滅する．
もしくは， 図 5.4.3(a)の状態から GB11 を横切ることで，式 (5.4.16)により 安定 H1R 周期解 は消滅す
図 5.4.6 B1-B2 平面における分岐図 ．
5.4. 状態依存型断続特性を有する ALPAZUR発振器 77
る．内側の 安定 H1R 周期解は，G11 を横切ると，上記と同じように正不安定 H1R 周期解と癒着消滅する．












log ‖DT kℓ ‖, (5.4.17)
ここで， ‖ · ‖ は Euclidean norm であり，tk は 解軌道が局所断面 Π0 から再び Π0 へと戻って来るまで
の時間を示している．
図 5.4.10に 直線 δ に沿って B2 を変化させた 1方向分岐図，図 5.4.11にそのリアプノフ指数を示す．
図 5.4.10からわかるように，広い領域で非周期的な解軌道が存在しているが，この解が位相同期するこ
とで，さまざまな (H lRHmS )n 周期解が存在している．具体的には， 接線分岐 Gnk もしくは大域的分岐
GBnk を経ることによって位相同期が消滅し，非周期的な解軌道になる．ほとんどの場合，非周期的な解
軌道のリアプノフ指数も正であり，カオスであると思われる．
次に不連続非線形力学系のみに観測される現象に注目する．図 5.4.12 に図 5.4.6 の拡大図を示す．こ
の領域では周期倍分岐曲線と大域的分岐曲線が交わっている領域があり，狭い範囲に様々な大域的分岐曲
線が存在している．さらに，大域的分岐によってどのような解軌道が発生するかはまったくわからない
ため解析は困難である．そこで，図 5.4.12の場合についてのみ考える．直線 η に沿った一方向分岐図を
図 5.4.13に示す．安定 H1R 周期解は I11 を横切ることにより逆不安定になり安定 (H1R)2 周期解が発生す
る．その後，パラメータ平面において GB22 を横切ることで (H1R)2 周期解は消滅し，安定 H2R 周期解が




分数調波の例として図 5.4.14 に H1RH2S 周期解の分岐図を示す．G23 と GB22 が結び付くなどこれまで
に報告されていない分岐現象が発生しており興味深い．G22 ，G23 に囲まれた領域内には周期倍分岐 I22 が
存在しており，(H1RH2S)2 周期解がさらに大域的分岐をおこすなどしているため現象がより複雑になって
いる．さらに B1 が小さい領域では H1RH3S，H1RH4S などの存在も確認している．これらの領域の詳細な
解析は今後の課題としたい．
状態に依存したスイッチを持つ系に関しては特にスイッチング動作のおこる位置が重要であると考えら
れる．本適用例では，解軌道として式 (5.4.1) は安定なリミットサイクル，式 (5.4.2) は安定な平衡点を
持つが，例えば解軌道として式 (5.4.1)，式 (5.4.2)ともに安定リミットサイクルを与えるパラメータを選
んだ場合，斉藤等が示した文献 [4] に比較的近い結果が得られると考えられる．
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図 5.4.7 GB12 による H1R 周期解の消滅．解軌道は安定平衡点 ue に落ち着いている (B1 = 0.1,
B2 = −1.976, ue = (1.795,−0.179)⊤)．
図 5.4.8 図 5.4.6 の拡大図 1．
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図 5.4.9 2種類の安定な H1R 周期解．
図 5.4.10 図 5.4.8 直線 δ に沿った一方向分岐図 (B2=5.0)．
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図 5.4.11 図 5.4.8 直線 δ に沿ったリアプノフ指数 (B2 = 5.0)．
図 5.4.12 図 5.4.6 の拡大図 2．
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図 5.4.13 図 5.4.12 直線 η に沿った一方向分岐図 (B1=0.28)．
図 5.4.14 図 5.4.6 の拡大図 3．




L = 50[mH], C = 0.1[µF], E2 = 5.2[V], R0 = 0[Ω] R1 = 987[Ω],
R2 = 281[Ω], h = −2.6[V], b = −0.26[V], r = 70.7[Ω],
a1 = −2.145/1000, a3 = 0.069/1000
(5.4.18)
ならば，
k = 0.1, g1 = 0.2, g2 = 2.0, B2 = 5.0, c3 = 1463711, α = 0.000827 (5.4.19)
であり，
B1 = 0.27E1, B2 = 0.96E2 (5.4.20)
x = 270.5i, y = 0.38v (5.4.21)
を得る．
実際の回路実装においてスイッチ部分には 4.3.4節と同様にアナログスイッチ 4053を使用し，制御信
号は図 5.4.15の LM339を用いたヒステリシス・コンパレータを用いる．その際の VIN，VOUT の関係

































h = −1.0，b = −0.1 は 現実の回路においては V −th = −3.52 [V], V
+
th = −0.35 [V] に対応している．
これらは，式 (5.4.22)において，Vref = −1.75 [V], R1 = 10.6 [kΩ] および R2 = 100 [kΩ] で実現可能で
ある．
直流電圧 E1 を次のように変化させた際の回路実装結果を図 5.4.3および図 5.4.4に示す．
E1 = 2.042 [V] → B1 = 0.56
E1 = 1.823 [V] → B1 = 0.5
E1 = −10.21 [V] → B1 = −2.8
E1 = 6.78 [V] → B1 = 1.86
E1 = 6.63 [V] → B1 = 1.80






































ここで x ∈ Rn は状態，λ ∈ Rr は式 (6.2.1) のパラメータのうち，摂動可能なパラメータ，関数
f :Rn ×Rr → Rn は各変数，パラメータについて必要なだけ微分可能とする．式 (6.2.1)は，ある固定
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6.3 安定平衡点に対する不安定化
6.3.1 制御器の構成
x∗ を式 (6.2.1)の平衡点とし，パラメータ λ∗ に状態フィードバックする不安定制御器を構成する．平
衡点周りの変分:



















u = C⊤ξ = C⊤(x− x∗) (6.3.5)
ここで >は転置を表し，C は (r× n) の定行列である．制御を加えたときの系の方程式は次式となる．
dx
dt
= f(x,λ∗ +C⊤ξ) (6.3.6)
このとき，制御系の特性方程式は次式で表される．∣∣∣A+BC⊤ − µIn∣∣∣ = 0 (6.3.7)















ここで，制御時間を示すパラメータ τ を導入する．式 (6.2.1)の解軌道が 平衡点近傍に来る，すなわち
式 (6.3.9)を満たすならば，次の手順で制御を行う:
1. 式 (6.3.5)を用い，制御入力 u を計算する．
2. τ 時間だけ u を制御パラメータに印加する．
δ 内に式 (6.2.1)の軌道が入るたびに上記の制御を繰り返す．その結果，解軌道は安定平衡点近傍で不安
定となり，安定平衡点に落ち着くことはなくなる．
6.3.2 勾配系 (Gradient System)
図 6.3.1で示される非線形抵抗を含む RC 回路を考える．非線形抵抗は次式で表される特性をもつと仮
定する．
g(v2) = −αv2 + βv32 (6.3.10)
回路定数を:











この回路の位相平面図を図 6.3.2に示す．ここでは電源電圧を制御して，安定結節点 N1 を不安定化し，
カオスアトラクタを得たいする．
変分を v1 = v̂1 + ξ, v2 = v̂2 + η,E = Ê + u とし，式 (6.3.2)に対応するヤコビ行列 A および制御パ
ラメータ E の変分 BE を求めると rank [BE |ABE ] = 2 となり，可制御である．従って，制御を加え
た系全体の特性方程式は次式となる．∣∣∣A+BEC⊤ − µI2∣∣∣ = µ2 − pµ+ q = 0 (6.3.13)
p ，q を適当な不安定領域上に置いたとき，制御器 C = (C1, C2)⊤ は次式で示される．
C1 = p+ (1− α+ 3v22) + 2
C2 = (−(1− α+ 3v22))(p+ (1− α+ 3v22))− q − 1
(6.3.14)
τ =Runge-Kuttaの繰り返し回数 × 刻み幅= 700× 0.0005，p = 3.0，q = 3.0，δ = 0.2 と選び，制御を
加えたときの位相平面図を図 6.3.2に示す．振動的な素子の存在しない系から，カオス的な解軌道を生成
することができたことがわかる．


















x(t) = φ(t,x0,λ) (6.4.1)
次に，式 (6.2.1)が周期解を持つと仮定する．この周期解に対して，Poincaré切断面を構成し，Poincaré
写像を，
T : Π → Π
x 7→ φ(L(x0),x,λ)
(6.4.2)
と定義する．ここで，L(x0)は x0 ∈ Πを初期値とする解軌道が，再び Πに交わるまでに要する時間であ
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る．そのとき，解は次の初期条件を満たす．
x(t) = φ(t,x0,λ) (6.4.3)
x(0) = φ(0,x0,λ) = x0 (6.4.4)
x∗ を式 (6.2.1)のリミットサイクルの固定点とする．そのとき，
x∗ = T (x∗,λ∗) = φ(L(x∗),x∗,λ∗) (6.4.5)
であり， L(x∗) はそのリミットサイクルの周期となる．λが摂動可能なパラメータであるとき，λ を制
御入力に選ぶと，固定点周りの変分方程式は，
x(k) = x∗ + ξ(k),
λ(k) = λ∗ + u(k)
(6.4.6)
となる．ここで x(k) は
x(k) = φ(L(x(k − 1)),x(k − 1),λ(k − 1)) k = 1, 2, 3, . . . (6.4.7)
を意味する．式 (6.4.6)を式 (6.4.5)に代入し，
x(k + 1) = x∗ + ξ(k + 1)
= T (x∗ + ξ(k),λ∗ + u(k))
= T (x∗,λ∗) +DT (x∗)ξ(k) +DT (λ∗)u(k) + · · ·
(6.4.8)
を得る．よって，Poincaré 写像 T による差分方程式系は次式となる:
ξ(k + 1) = Aξ(k) +Bu(k) (6.4.9)
ここで，
A = DT (x∗) (n× n)
B = DT (λ∗) (n× r)
(6.4.10)
差分方程式系 (6.4.9)において，原点が不安定になるように，入力 u(k)を決めてやればよいが，n次元空
間 Πにおいては，固有値の一つは 1になっており (周期解条件)，この固有空間方向は制御は必要がない．
したがって，次に述べる局所座標空間を考え，その上で制御器の設計を行なえばよい．
6.4.2 局所座標系での制御器設計
いま，Poincaré切断面はスカラー関数 q : Rn → R によって
Π = {x ∈ Rn | q(x) = 0} (6.4.11)
と選んでおく．今，点 x0 ∈ Πを初期値とする解が，t = L(x0) に再び Πと交わる点を x1 とする:























また，パラメータによる微分 DT (λ)は，式 (6.4.13)の ∂φ/∂x0 を，∂φ/∂λに置き換えることによって
求められる．
さて， Πの局所座標として w ∈ Σ ⊂ Rn−1 を，
x1 = w1, . . . , xn−1 = wn−1, xn = s(w1, . . . , wn−1) (6.4.14)
によって埋め込んだとし，この埋め込み写像を h−1 とする:
h−1 : Σ → Π
w 7→ h−1(w) = (w1, . . . , wn−1, s(w1, . . . , wn−1))
(6.4.15)
ここで s とは，陰関数の定理により，式 (6.4.11)から導出される関数である．また，射影 hを，
h : Π → Σ
(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1)
(6.4.16)
と定義する．したがって，局所座標上での Poincaré 写像 Tℓ は
Tℓ : Σ → Σ






























∗,λ∗) = h(φ(L(h−1(w∗)), h−1(w∗),λ∗) (6.4.20)
と表される．変分方程式は，
wk+1 = w
∗ + ξ′(k + 1) = Tℓ
(





∗)u(k) + · · ·
(6.4.21)
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となる．よって差分方程式系は，
ξ′(k + 1) = A′ξ′(k) +B′u(k) (6.4.22)
ここで，
A′ = DTℓ(w
∗) ((n− 1)× (n− 1))
B′ = DTℓ(λ
∗) ((n− 1)× r)
(6.4.23)
である．この差分方程式の解 ξ′(k)が原点に不安定になるように，状態フィードバック:
u(k) = C ′
⊤
ξ′(k) = C ′
⊤
(w(k)−w∗) (6.4.24)




B′| A′B′| A′2 B′









||w(k)−w∗|| < δ (6.4.27)














= ϵ(1− x2)y − ω20x
(6.4.28)
ϵ = 0.2 ，ω0 = 1.0 の場合の位相平面図を図 6.4.1に示す. ϵ > 0 において，原点以外の任意の初期値か
ら出発する解は，時間が十分経つと，図 6.4.1で示すリミットサイクルに落ち着く. ここで Poincaré断面
を x = 0, y > 0 と選ぶ. いま，制御パラメータとして ϵ のみを考える. 可制御条件である式 (6.4.25)は満
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複素平面上の不安定領域に 固有値 を置くことで制御ベクトル C ′ を求める. この例では，C ′ はスカラー
値となる. 図 6.4.1のリミットサイクルに対し，不安定化制御を行なった場合の位相平面図を図 6.4.2に
示す. ϵ に最大摂動量 max(u) = 1.78 を加えた位相平面図は図 6.4.3 となる. ここで制御時間は軌道が
Poincaré断面に再び至るまでであり，制御開始条件は δ = 0.1 とする. u < −0.2 ならば制御を加える間,
安定平衡点に向かい，u > −0.2 なら，安定平衡点は不安定となり，ϵ = ϵ∗ + u となるリミットサイクル
を発生させる. そして制御が終了した時点から，本来の ϵ = 0.18 の場合の軌道となるため，結果的に図
6.4.3のリミットサイクルよりも内側の領域内で複雑な位相平面図を生み出す. その他，制御ベクトルが
正の場合, 初期値の位置を図 6.4.1のリミットサイクルよりも内側の領域に置くか否かによってもまった
く異なる位相平面図となる (図 6.4.4, 図 6.4.5). 図 6.4.2の最大リアプノフ指数は 0.08でカオスとみなす
ことができる.
図 6.4.1 ϵ = 0.2, ω0 = 1.0 の位相平面図
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図 6.4.2 ϵ = 0.2, ω0 = 1.0 で ϵ に制御を加えた位相平面図 1
図 6.4.3 ϵ = 0.2 +max(u)，ω0 = 1.0 の位相平面図
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図 6.4.4 ϵ = 0.2, ω0 = 1.0 で ϵ に制御を加えた位相平面図 2．初期値は (x, y) = (−0.76, 2.88) と選んだ
図 6.4.5 ϵ = 0.2, ω0 = 1.0 で ϵ に制御を加えた位相平面図 3．初期値は (x, y) = (−1.0,−1.0) と選んだ
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6.4.3.2 拡張 BVP発振器

















= f1 = L
−1
1 (E1 −R1i1 − v)
di2
dt
= f2 = L
−1
2 (E2 −R2i2 − v)
dv
dt
= f3 = C
−1(i1 + i2 + J − g(v))
(6.4.31)
図 6.4.6 中の非線形抵抗 NR は次の電圧電流特性を持つと仮定する．
g(v) = −v + v3/3 (6.4.32)
この発振器では様々な弛張振動的リミットサイクルが観測される．今，回路定数を，
R1 = R2 = 0.5, L
−1
1 = 0.4, L
−1
2 = 0.1, E1 = 0.2, J = 0, C





Π = {x0 = (i1, i2, v) ∈ R3 |v = v0, i1 + i2 > i10 + i20} (6.4.34)
を取ることができる．切断面の局所座標系は Σ ∈ R2 となり，式 (6.4.11) のスカラー関数は，
q(i1, i2, v) = v − v0 = 0が対応する．
2. 制御条件及び 制御時間を決定する. 今回, 制御条件 δ = 0.02, 制御時間は 6.4.3.1節と同様とする.
3. 制御に用いるパラメータを決定し，可制御性が満たされるならば制御器のゲインを決定する．ここ















































4. A′ +B′C ′ の特性方程式 (固有方程式)が不安定となるように，制御ベクトル C ′ = (C1, C2) を決
定する．具体的には C ′ は次式により決定される.∣∣∣A′ +B′C ′⊤ − µI2∣∣∣ = µ2 − pµ+ q = 0 (6.4.36)
図 6.4.7の影以外の領域は不安定領域を示している. この領域上に p, q を置くことで C1, C2 は式
(6.4.36) より計算される. 今回， (p, q) = (1.3, 1.3) とした.
5. 最後に，式 (6.4.27)が満たされるとき, 式 (6.4.24)を通じて制御入力 u(k)(スカラー)が求まり，式
(6.4.31)のパラメータ E2 の摂動として次のようにフィードバックされる:
E2 → E2 + u(k) (6.4.37)




アトラクタが生成できていることがわかる．制御に要したパラメータ E2 の摂動量は図 6.4.10 で表される
が，この E2の変動は，周期倍分岐集合の存在するパラメータ値まで届くことはなく，分岐とは無関係にカ
オスアトラクタが得られていることは興味深い．(p, q) = (−1.5,−1.5) とした場合， E2 の変動は周期倍
分岐のパラメータに届く．そのため当然カオスアトラクタが得られる．上述のように適当に指定した不安
定な極を用いることで，カオスを生成できるか否かは予めわからない．本適用例で (p, q) = (−2.0,−2.0)
















図 6.4.7 (p, q) 平面上での安定性
図 6.4.8 安定なリミットサイクル
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図 6.4.9 不安定化されたリミットサイクル，δ = 0.02と選んだ
図 6.4.10 パラメータ E2 の摂動量
















る．2.2節 case a.2の区分線形系に対しては，文献 [5] [25] [27] において Huntによって提案された [28]































= f i(x,λ,λi) i = 0, 1, 2 . . . ,m− 1 (7.2.1)
ここで，t ∈ R，x ∈ Rn．λ ∈ Rr は f0,f1, . . . ,fm−1 に関して共通なパラメータであり λi ∈ Rs は
f i にのみ依存するパラメータである．ここで f i は任意の変数およびパラメータに関して必要なだけ微
分可能であるとする．
次の 2つの場合を考える．
• 時刻依存型断続特性を有する (系が外力で動作するスイッチを有する) 非線形力学系の安定化．
• 状態依存型断続特性を有する (系が状態に依存したスイッチを有する) 非線形力学系の安定化．
前者は非自律系であり，後者は自律系で記述されることに注意する．方程式も上のスイッチの動作ととも
に fi から fi+1 に変化する．式 (7.2.1) の非線形関数 f i の解軌道は:
xi(t) = φi(t,xi−1) (7.2.2)
初期値は:
xi(0) = xi−1 = φi(0,xi−1) (7.2.3)
であるとする．x∗i (i = 0, 1, . . .m− 1) は式 (7.2.1)の不安定固定点である．λ


























i=0 τi は制御したい不安定周期解の周期である．このことから，式 (7.2.1)に一致する
Poincaré写像は次式となる．
T = T0 ◦ T1 ◦ · · · ◦ Tm−1 (7.3.2)
固定点 x∗i 周りの変分方程式は:
x(k) = x∗m + ξ(k),λ(k) = λ
∗
0 + u(k)
x(k + 1) = x∗1 + ξ(k + 1),λ(k + 1) = λ
∗
1




x(k +m− 1) = x∗m−1 + ξ(k +m− 1),
λ(k +m− 1) = λ∗m−1
x(k +m) = x∗m + ξ(k +m),
λ(k +m) = λ∗0 + u(k +m)
(7.3.3)
故に，それぞれの写像 Ti より導出される差分方程式は，
ξ(k + 1) = Amξ(k) +Bmu(k)
ξ(k + 2) = A1ξ(k + 1)
...
ξ(k +m− 1) = Am−2ξ(k +m− 2)
ξ(k +m) = Am−1ξ(k +m− 1)
ξ(k +m+ 1) = Amξ(k +m) +Bmu(k +m)
(7.3.4)




















i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1.
(7.3.5)
式 (7.3.3)，式 (7.3.4)から周期点 x0 の差分方程式を得ることが可能である．
ξ(k +m) = Aξ(k) +Bu(k) (7.3.6)
ここで，
A = Am−1Am−2 · · ·A2A1Am,
B = Am−1Am−2 · · ·A2A1Bm.
(7.3.7)















u = C⊤ξ = C⊤(x− x∗0) (7.3.9)
ここで > は転置を表し， C は制御行列である．このことから，制御システムの特性方程式は:∣∣∣A+BC⊤ − µIn∣∣∣ = 0 (7.3.10)
式 (7.3.10)の固定点周りの局所的な安定性は，極配置法 [54]等の線形制御法によって制御可能である．




γ = 0.1, g1 = 0.2，g2 = 2.0, B1 = 0.5, B2 = 2.0, τ = 8.5, θ = 0.89 (7.3.11)
このとき周期倍分岐のカスケードによって進展したカオスアトラクタが観測される (図 7.5.1(a) 参照)．
ここでは，B2 ∈ R を制御パラメータとする．特性方程式は:∣∣∣A+BC⊤ − µI2∣∣∣ = µ2 − pµ+ q = 0 (7.3.12)
p および q は変微分値の多項式で示される．dead-beat 制御を行うために，p = q = 0 とし制御ベクトル





2 + C0(x0 − x∗0) + C1(y0 − y∗0)
= 2.0 + 1.710698(x0 + 0.26961) + 6.281655(y0 + 2.44587)
(7.3.13)
図 7.5.1(b)(c)に安定化された 1, 2周期のリミットサイクルをそれぞれ示す．
表 7.3.1 固定点および周期点の性質および制御ベクトル C の値
period fixed or periodic points eigenvalues control vector C
1 (−0.95202, 0.13142) (−0.26961,−2.44587) [1.710698, 6.281655]
2 (−2.006420.20258) (−0.00782,−2.24587) [−0.225786, 12.595479]
7.4 状態依存型断続特性を有する非線形力学系の安定化
7.4.1 局所断面と Poincaré 写像
スカラー関数 qi : Rn → R を用いて局所断面 Πi を次のように定義する．
Πi = {x ∈ Rn | qi(x) = 0} i = 0, 1, 2 . . . ,m− 1 (7.4.1)
局所断面 Πi から出発した解軌道が次の断面 Πi+1 に到達したとき方程式も fi から fi+1 へ変化すると
仮定する．式 (7.4.1)を用いて次の m 写像が定義できる．
T0 : Π0 → Π1
x∗0 7→ x∗1 = φ0(τ0(x∗0),x∗0,λ
∗,λ∗0)
T1 : Π1 → Π2
x∗1 7→ x∗2 = φ1(τ1(x∗1),x∗1,λ
∗,λ∗1)
· · ·
Tm−1 : Πm−1 → Π0





以下，局所断面 Π0 上の (n− 1) 次元空間で制御器を設計する．
7.4.2 局所空間 Σ における制御器の設計
Σ は Π0 内の (n− 1) 次元局所空間と仮定する．w ∈ Σ ⊂ Rn−1 は次式により与えられる．
x01 = w1, . . . , x0(n−1) = wn−1, x0n = s(w1, . . . , wn−1) (7.4.3)
埋め込み写像 p−1 を次式で仮定する．
p−1 : Σ → Π0
w 7→ p−1(w) = (w1, . . . , wn−1, s(w1, . . . , wn−1))
(7.4.4)
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ここで s は式 (7.4.1)陰関数定理をもちいることで導出可能な関数である．
射影 p も同様に定義する．
p : Π0 → Σ
(x01, . . . , x0n) 7→ (x01, . . . , x0(n−1))
(7.4.5)
Σ における Poincaré 写像 Tℓ は:
Tℓ : Σ → Σ
w 7→ p ◦ T ◦ p−1(w)
(7.4.6)
以下，Σ における制御器の設計方法を考える．差分方程式は次式となる．





















固定点および周期点の安定性は次の特性方程式の特性乗数を計算することで導出可能である．∣∣A′ − µIn−1∣∣ = 0 (7.4.9)
ξ′(k) が安定になるような状態フィードバック行列 C ′ を式 (6.4.24)より構成すればよい．ここで C ′





γ = 0.1, g1 = 0.2，g2 = 2.0, B1 = 0.63, B2 = 3.5, H = −1.0, B = −0.1 (7.4.10)
このとき図 7.5.2(a)に示すカオスアトラクタが観測される．ここで，Poincaré 断面は y=b に固定する．
パラメータ B2 は可制御条件を満たしているので，制御パラメータに選ぶ．この場合，制御ベクトル C ′
はスカラー値である．固定点の座標，根を 0 としたの固有値および制御ベクトル C を表 7.3.1 に示す．
安定化された解 (固定点および 2周期軌道)を図 7.5.2(b)(c)にそれぞれ示す．カオスアトラクタに内在す
る不安定な解軌道が安定化されていることがわかる．
表 7.4.1 固定点および周期点の性質および制御ベクトル C′ in Σ の値
period fixed or periodic points eigenvalues control vector C
1 −0.506965 −1.64963 −42.308830











図 7.5.1 カオスアトラクタおよびアトラクタ内に内在する安定化された軌道 (γ = 0.1, g1 = 0.2
，g2 = 2.0, B1 = 0.5, B2 = 2.0τ = 8.5, θ = 0.89)．(a)カオスアトラクタ．(b)制御された固定点 (c)
制御された 2周期点




図 7.5.2 カオスアトラクタおよびアトラクタ内に内在する安定化された軌道 (γ = 0.1, g1 = 0.2







• 断続動作特性を有する力学系の分類 (第 2章)．
• 結合した 2つの方形波発振器に生じる周期解の解析 (第 3章)．
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チ)を有する Alpazur発振器と呼ばれる回路および断続 RC 回路に適用した．Alpazur発振器に関して
は，数値解析，回路実装によりアルゴリズムの正当性を示し，得られた Neimark-Sacker 分岐に沿って存










































[1] S. Hayashi, Periodically Interrupted Electric Circuits, Denki-Shoin, 1961
[2] L.O. Chua, M.Komuro and T. Matsumoto, “The Double Scroll Family,” IEEE Trans. Circuits
Syst. I, vol. 33, pp. 1072–1118, Nov. 1986.
[3] N. Inaba, T. Saito and S Mori. “Chaotic Phenomena in a Circuit with a Negative Resistance
and an Ideal Switch of Diodes,” Trans. IEICE , Vol.E70, No. 8, pp.744–754, 1987.
[4] T. Saito and S. Nakagawa, “Chaos from a hysteresis and switched circuit,” Phil Trans. R. Soc.
Lond., vol.A353, pp.47–57, Nov. 1995.
[5] T. Saito and K. Mitsubori, “Control of chaos from a piecewise linear hysteresis circuit,” IEEE
Trans. Circuits Syst. I, vol. 42, pp. 168–172, Dec. 1995.
[6] K. Mitsubori and T. Saito, “Dependent Switched Capacitor Chaos Generator and Its Synchro-
nization,” IEEE Trans. Circuits Syst. I, vol. 44, pp. 1122–1128, Dec. 1998.
[7] J. H. B. Deane, “Chaos in a current-mode controlled boost dc/dc converter,” IEEE Trans.
Circuits Syst. I, vol. 39, pp. 680–683, Aug. 1992.
[8] 神野健哉, 斉藤利通. “連続時間ヒステリシス連想メモリの新合成法”. 信学論, Vol.J76-DII, No. 10,
pp.2233–2239, 1993.
[9] T.Nomura, S. Sato, S. Doi, J.P. Segundo, and M.D. Stiber. “Global bifurcation structure of a
Bonhoffer-van der Plo oscillator driven by periodic pulse trains”. Biological Cybernetics,, 72:55–
67, 1994.
[10] R.E. Kronauer et al.“Mathematical model of the human circadian system with two interacting
oscillators,” Am. J. Physiol, 242:R3–R17, 1982.
[11] S. G. Lee, S. Kim and H. Kook, “Synchrony and clustering in two and three synaptically
coupled Hodgkin-Huxley neurons with a time delay,”Int. J. of Bifurcation and Chaos, vol. 7(4),
pp. 889–895, 1997.
[12] T.Nomura, S. Sato, S. Doi, J.P. Segundo, and M.D. Stiber. “A Bonhoeffer-van der Pol Oscillator
model of locked and non-locked behaviors of living pacemaker neurons”. Biological Cybernetics,,
69:429–437, 1993.
[13] 土居伸二, 佐藤俊輔. “BVP神経モデルの周期パルス列に対する大域的応答特性,” システム/制御/情
報, Vol. 34, No. 10, pp. 775–781, 1995.
[14] 吉永哲哉, 川上博. “非線形力学系の分岐問題,” 計測制御, Vol. 34, No. 10, pp. 817–823, 1995.
114 参考文献
[15] 佐野泰彦, 吉永哲哉, 川上 博. “シナプス結合 Hodgkin-Huxley 方程式にみられる分岐”. 信学技報,
Vol. NLP98-83, pp. 43–50, 1998.
[16] H. Kawakami. “Bifurcation of periodic response in forced dynamic nonlinear circuits: computa-




[18] H. E. Nusse and J. A. Yorke, “Border-collision bifurcations including‘period two to period three’
for piecewise smooth systems”. Physica, D57, pp.39–157, 1992.
[19] W.C.Y.Chan and C.K.Tsu. “Bifurcations in Current-Programmed DC/DC Boost Converters,”
IEEE Trans. Circuits and Syst. part I., Vol. CAS-44, No.12, pp 1129– 1142, Dec. 1997.
[20] Guohui Yuan, Soumitro Banerjee, Edward Ott and, James A. Yorke, “Border-Collision Bifur-
cations in the Buck Converter”. IEEE Trans, Vol. CAS-45, No.7, pp.707–716, 1998.
[21] K. Jin’no, “Chaos and related bifurcation from a simple hysteresis network”. Trans. IEICE ,
Vol.E79-A, No. 3, pp.402–414, 1996.
[22] M. Ogorzalek, “Taming Chaos: Part II—Control”. IEEE Trans, Vol. CAS-40, No.10, pp.700–
706, 1993.
[23] K. Pyragas, “Continuous Control of Chaos by Self-Controlling Feedback”. Phys. Lett. A, A170,
pp.421–428, 1992.
[24] E. Ott, and C. Grebogi, and J. Yorke, “Controlling Chaos”. Phys. Rev. Lett., Vol. 64, No.11,
pp.1196–1199, 1990.
[25] T. Saito, K. Jin’no and H. Torikai. “Chaotic artificial neural system and its contol”. Int. J.
Electron., Vol. 79, pp.797–806, 1995.
[26] T. Tsubone and T. Saito. “Stabilizing and Destabilizing Contol for a Piecewise-Linear Circuit”.
IEEE Trans. Circuits and Syst., CAS-45, No. 2, pp.1723–177, 1998.
[27] N. Inaba and T. Nitanai. “OPF Chaos Control in a Circuit Containing a Feedback Voltage
Pulse Generator ”. IEEE Trans. Circuits and Syst., CAS-45, No. 4, pp.473–480, 1998.
[28] E.R. Hunt, “Stabilizing High-Period Orbits in a Chaotic System: The Diode Resonator”. Phys.
Rev. Lett., Vol. 67, No. 15, pp.1953–1955, 1991.
[29] R. Roy, T. W. Murphy,Jr, T. D. Majer, Z. Gills and H. R. Hunt , “Dynamic control of a chaotic
laser: experimental stabilization of a globally coupled system”. Phys. Rev. Lett., Vol. 68, No.
9, pp.1259–1261, 1992.
[30] 斉藤利通, 神野健哉. “カオスの制御と情報処理について”. 信学技報, Vol. NLP94-7, pp. 45–50,
1994.
[31] K. Kohira, K. Yoshikawa and H. Kawakami, “Self-Synchronization of PET-bottle Oscillator,”
Proc. NOLTA ’98, pp.389–393, 1998.
[32] Steven H.Strogatz and Ian Stewart , “Synchronization of rhythm in creatures,” SCIENTIFIC
AMERICAN(Japanese edition)269(11),pp.58–69,1994.
115
[33] S. Daan, D. G. M. Beersma and A. A. Borbely, “Timing of Human Sleep: Recovery Process
Gated by a Circadian Pacemeker,” The American Physiological Society, p.R161, 1984.
[34] K. Kohari, T. Saito and H. Kawakami, “On a hysteresis oscillator including periodic threshold”.
IEICE Trans. Fundamentals, Vol.E760-A, No.12, pp.2102–2107, 1993.
[35] 小針憲一, 斉藤利通, 川上博. “しきい値が周期的に変化する弛張発振器に見られるカオスと基本的な
分岐現象について”. 信学論, Vol.J77-A, No. 11, pp.1477–1485, 1994.
[36] G. A. Petrillo and Leon Glass, “A theory for phase locking of repiation in cats to a mechnical
ventilator,” The American Physiological Society, p.R311, 1989.
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